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1. ¤¦¥¦§©¨
ªE«&¬8­1®�¯±°X²&³M´8µ,¶E·,¸M­&¹&ºE»

, ¼,½M¾,½¿ ²E³8À1ÁÂº&­1Ã&Ä8­1Å&ÁEÆ�Ç±È1»&º&·1É&Ê
, ¼ ¿,ËÌ&¬8¶,®�¯Mº�Í,Î�Ï8­,ÐÂÑE·ÂÒ&Ó_Ô,Õ±È_º

. ¼ Ò1Ö_×¿ ²�³8´Øµ ¿ Å�Á�Æ&ÇÂÍ Ë Ì�¬Â¶,ÉÂ­ÂÙ�Ú�»_Û8Ü_ÝÂÞ·,ßMà&áEâ Ë ÌEÉ&ã&ä
, å µ,­ ¼ ¿ É ¿,æ µ1ç8èXé&ê­_ë ½Âì TAP

ã�äÂ¶Øí,À�î�ïØ­_ÇÂºØµ ½ · [2].
Ò ½µ ¿�ð�ñ Ô�ò&óõô ¿�ö ¶Âµø÷õô�ùõóõú

[3], ûýüøþ�ÿ���
[4] � ­Âè������&Ç å�½ »�º�· ð�ñ Ö�	�· .ã�


,
Å&Á&ÆEÇ
� ¿�� å º��
�MÖ8Ò ½ µ ¿1Ë ÌEÉ&ãäÂÀ�ª�«
����� ¿�������� ¿���� Ö�	�·

KL- � à �Âá!�"$#�% Í'& ��(�) ·ÂÒõÓ_­ÂÙ_Ú&»Âè�*,+ å_½ ·ÂÒ�ÓÀ'- å_½ [5,7],
Ë ÌõÉõã�ä ¿'.�/ ¬Ø¶ 0
1ØÀ'2 µ_´õ­¶ Ú ì . 3õì 4�5 µ�Ô ,

Ù ü ��6 ¬Ø¶�ªõ«7����� ¿8�9��:� Ó&È�»
α- � à'�Âá !
"$#'% Í'*&ë ) ·ÂÒ�Ó_Ö ,

ß
àõáõâ Ë ÌõÉõãõäØÔ

1- � à �Øá !7";# % ¿ , TAP
ãõä

Ô_Å�ÁõÆ&Ç�� ¿ � å º,É�Ê ¿ ã�äýÓõÈ,» −1- � à'�Âá!�"$#<% ¿ & �
( ­�=
� È,»Eº&·8ÒEÓ,Í<-±È
,
Ò ½ µ¿_ð�ñ8¿ > º�À_ª�«
����� ¿?���
�@� ¿ A�BÂ¿�> º�­

C$D ) ·Øè ¿ Ó�È_»,î�EØÖ�Ü�·ÂÒ&Ó_Í'2 µ_´�­ ) ·ÂÓÓ�è_­
,
��6Â¿

α- � à'�Øá !�"$#�% ¿ & ��( ­�=�� )· Ë ÌEÉEã ä ¿GF
HJI Í<K�L È ì [1].
È ´8ÈNM�O ¿
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Ó�Ò g'K�h�i
����jØÍ_éÂÞ&·'k ü ,
�
6Â¿

α- � à'�Øá!�",#'% ¿ & ��( Ô
KL � à'�Øá !�",#'% ¿ & ��(mln

,
ãõä�¬8¶'o�p�q�rØ­�sýµ_¶$�_»&Ô�¶Øµ_¶�º

.�ut Ö
,
ã8
 ò óýô ¿ �wv ­ ¹ ºý» Ô;x8y ¿

Boltzmann-Gibbs z q ¿<{J| ö ÍG}�~�È&Ù °EÓ º8°pMÜ À�	 ·
. ��� ,

x�y ¿
Boltzmann-Gibbs

­ Ù1·
� ñ ¬M¶
� #������ á&­��8Þ&»

,
Ù ü ��6 ¬8¶<� � ñ¬$� #$���$� á�­'�8� z q
��ôÂÍ'�����±È�Ù�°�Ó_ºØ°� ö À'�$��­ �
� ½ »õº�· [10, 13–15,17, 18]. ¼ È�»

¼ ¿'� ¸8­&¹Eº&» ,
x�y ¿ K�h�i
���8­<�
�8·<���8¶

���ØÍ'�ÂÚ�»&º�· ¿ À �$��i ¿ ���ÂÖ�	&·
.���
�MÖ&Ô

,
K
h
i
���
jMÍ��
 E¬8­<¡m¢��8Ö�}
~

È ì Ù ü �
6 ¬8¶<�m��i ¿ �
��j8­<=±È,» , ¼ ¿ �
�¿ K�h ¿ £ ­ =�� ) · ¤ AØ¿
α- � à �Øá !¥";#¦% ¿ &�
( À<§
¨8­<©
�MÖ&Ü&·8Ò&Ó,Í<ª
2 ) ·8ÓEÓ�è,­

, ¼
½ Í�ÇÂº�»'�m�'i ¿ ��� ¿ z q�«ÂÍ�ã�ä&¬Â­_ÐÂÑ�· ðñ Í'- )

. ¼ È_»8Ò ¿,ð�ñ ­ÂÙ_Ú�»'¬ µ ½ ·,î8Í'h £q
rýÓ�­�® ) ·8Ò&Ó_Ö<¯�° ¿�±m²�I Í<³�ú ) ·
. 3Eì

α- � à<�Má !�"m#'% ¿ �
´ I Ù ü Tsallis
i ¿�µ�¶ �

· ¸,¹ á ¿ º�» 3õì Ô ¼ » À ½�¾ØÖ Üõ·ØÒõÓ�Í - È ì .Ò ¿ ð ñ Ô
Tsallis z qØ­¦}¥~ È ì É Ê ¿ Bogolyubov¿'¿ �   [14]
¿'�
6�( Ö�	õ·ÂÒ&Ó_À'�Â´�·

.

2.
Ö&Ô º ­�À�Á ì Tsallis

¿ � � ñ z q
�Eô ¿�{�|Í Â�Ã ) ·
. 3.
ÖõÔ

α- � à �Øá !¥",# % ¿ è ��I�Ä ÓÅ�Æ .�/Â¿'{
| Í'ÇØÚ�» ¼ ¿ � à'�Øá !
"$#'% ´ÂµÈ*+ å1½ · .
/ [8]
­ � º »�É ½ ·MÓEÓEè1­ , α-Ê
Ë ÍÇØº ì Ë ÌõÉõã�ä [1]
­ � ºõ» ª�2 ) ·

. 4.
ÖõÔ

α-
�
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� ¿ 	&· â���ã�n �
äÂ¿
α-Ê�Ë Í_Ð8Ñõ·ÂÒ�Ó_Ö ,

è�Ó
¿
α-
��� ¿ z q�«ØÍ_ã&ä�¬Â­'q�r ) · ð�ñ Í�- ) . 5.ÖõÔ
α- � à �Øá !7";# % ¿ ��´ I ­ØèõÓÈåØºõ» *,+ å

½ · µ�¶ � ·'¸$¹ á ¿'º�» Í'½�¾ ) · . 6.
Ö�Ô'�
���

¿ ¯�°8Í 3 Ó_Ñ�· .

2. Tsallis æèç8é8êuë8ìwíïî?ð α-ñwòwóã�

, ô ��� Å�Á�Æ�ÇÂÍ8è ��õ�ö ¸ ��# ¸Â­�¹�º&» ,¸ÂÀ'÷ A�ø�ù�ú ­'û 3 · ü��ÂÀ_¸ ¿'ý�þ ¬ µ'¶�ÿ ­'­� È_» ô �_¶�·_É�Ê8À�	õ·ÂÓ_ºÂ°&Ò�Ó_À Æ�� å,½ »�º·

[12]. � ø ,
Ë�� z qJ�&ô ¿<{�| Ö&Ô ý
þ ¬ µ�¶<ÿ

N → ∞,
ü��

t → ∞
¿�� k8Í,éMÞ&·MÒ&Ó,À<ã8ºEÀ

,º��M¿ � ´Âµ��M´&·8ÙE°,­
,
Ò ¿�	��M¿�� k�
&ÆMÔ �

6 ­ F ÝØÖ&¶�º
.
� 3Âü º��Ø¿ � ­�¹õº�» N → ∞

¿¸ÂÖ_é8Þõ·�¶Âµ
��� ¸�� á�� ¿
�
A Ô'� ü�� Ú&»�º�¶º8Ó,º8°�ÒEÓ_­&¶�·
.
Ò ¿ Ù&°_¶1¸ ¿'I�Ä Í � À ) ·�
�M¶���� Ó&È1»

,
M
O

, Tsallis
¿ � � ñ z q
�Eô8À��� Í��ØÑ�»�º�·

[11].

Tsallis
Ô

, � ¸������� �!'¸ ¸ÂÖ ���ýÓ_¶õ·8Ù�°_¶%#" á ¸ å ½Mì « (
ªE«���� ¿ � �%$

)
Í<¡�¢G�MÖJ�

#$���m� á ¿'A�B Í
Sq = k

&('
pq( ) ) − 1

1 − q
(1)

Ó�*�+ýÈ ì [10,13]. ,�- ÖõÔ k = 1
ÓõÈ

, ) Ô ù�ú *hÂÖ�	&·
.
Ò&Ò_Ö
. ��/ á ! á

q
Í_ÇÂº&»'K
h�0
hýÓ

=�h�0
hØÍ ��6�( È,»�¹$�õÓ�1 5 Ö�	�· . �$� ,

exq ≡ [1 + (1 − q)x]
1

1−q
q→1
−→ ex, (2)

logq(x) ≡
x1−q − 1

1 − q

q→1
−→ log(x), (3)

Öu	 ·
.
Ò ½ Í Ç#º » (1)

Í32#Ü54 ) Ó
Sq =

−
&6'

pq(x) logq p(x)
Ó ¶ ü , q → 1

¿7� k Ö Ò ½À
Gibbs-Shannon

� #$����� á8Ó ��8�) · ¿ Ô<2±µ´�Ö�	&·
.

〈H〉q ≡
&6'

H( ) )pq( ) ) À ��A ¿ èEÓ Ö ¿ Tsallis� #$���,� á ¿ &�9 ( ´Âµ
, :�;�<�: ¸ �
�ØÀ ,

p( ) ) =
e
−βH(

'
)

q

Z
(4)

Ó�Ð 3 · .
Ò Ò,Ö

Z
Ô�=#> (JA h

, 3 ì β ≡ 1/T
Ö

	 ü [1 − (1 − q)βH( ) )] <= 0
¿ ÉõÊÂÔ

p( ) ) = 0
Ó )·

. Tsallis z qØ­�¹�?�· µ'¶ � · ¸$¹ á�Ô ,

F ≡ 〈H〉q − TSq = −
1

β
logq Z (5)

Ó�2@?�·
.º 3 H
À�. ��/ á ! áBA�­�0 È_»�C��8Ö
	E·8Ó )

½ � (4)
Ô Å�Æ .�/ Ö&ºÂ°

α
����j

[8],

p( ) ) =

D
1 +

1 − α

2
θµFµ( ) ) E 2

1−α

e−ψ( F ) (6)

Ó l � Ö
	&· .
Ò&Ò,Ö

ψ(
A
) = logZ

Ö�	 ü , θµFµ =& M
µ=0 θ

µFµ
Ó

Einstein
¿
�&ñ Í
G�ÇýÈ,»�º�·

.
©�H

­JI �Ø¿JK�ø }�L
, M�N È ìPO I , Q�R@S %�T�U ¶ í�­¹�ºõ»�ÔÂÒ ¿ Ù�°_¶ � ¿ �
�ÂÀ
V ½ ·ÂÒ&Ó_À'�Â´�Úõ»º�·

[6, 13].

3. α- WYX@ZB[]\_^Y`5aïðcb]d]eYf
z q ô ¹ Ùhg7Å Æ ójú ÖjÔ ªj«J�è� � ¿hiè� � ÓÈ_» � à'�8á !�"$# % Í1ÇÂº�· . j ÖÂè KL- � à'�Âá!�"$#'% Ô8Ù
�XÇ8ºMµ ½ ·EÀ ,

Ò�Ò1Ö&Ô8Ù ü ��6 ¬8¶
Csiszàr

¿
f - � à � á !G" #¦% [19]

­ � ºõ» ª72 ) ·
.Ò&Ò_Ö

f(u)
Ô
u > 0

º Ö�k&¶ml�n�0�h±Ó ) ·
. 3�ì

f(1) = 0
Ó ) ·

.
ÒEÒ Ö%o�p ¿ ª «
�J�

p1, p2

� ¿
f - � à �Âá !
"$#'% Ô ,

Df (p1||p2) ≡ q ' p1( ) )f r p2( ) )
p1( ) ) s (7)

Ó A B å ½ · .
Ò ¿ Ó Ü60 h

f
¿ k I ´ µ

Df (p1||p2) >= 0
Ö;	 ü , � � À p1 = p2

¿ ÉØÊ ­
¿ ö � üt� � Ò Ó À ª ´jÑ µ ½ · .

Å Æ . / ­ ¹ º»��,� Óõ¶8·
α- � à��ýá !�"m#�% Ô (7)

­Â¹ØºØ»
f(u) = 4

1−α2 (1−u
1+α

2 )
ÓõÈ ì è ¿ ­�×Ø¶Øµ�¶õº .

Ò
Ò�Ö

limα→−1Dα(p1||p2) = KL(p1||p2)
Ó�¶ Ú »

, α-

� à<�Má !�"$#�% Ô α → −1
¿%� kMÖ

KL- � à�� á!�"$# % Ó ��8�) ·
.º 3 ª�«��
��u �Â¿ � ) ��Ê S

Í'ã�n � Ó(éÂÞ
, ¼¿ j ¿ â���ãJn � Í M(⊂ S)

Ó ) ·
. v ¿ ª&«J�J�

p ∈ S
À�wMÞ8µ ½8ì ü ,

ß8à&áEâ&¶ Ë Ì&ÉEã&ä Ó,Ô�Å
Æ .J/ ¬ ¶ Ã�x ´ µzy · Ó

, M
Ó È1»h{ ù�ú * hM­

� ºõ»�D h��õî F�H ¶_ªõ«�����jØ´Øµ�¶�·
e-
µJ|�Ë �¶�ã
n � Í1éMÞ

, D1(p||p0)
Í�& ��(�) ·

p0 ∈ M
¿}�~ £ . ��/ á ! áõÍÂè Ú�»

p
¿ }�~ £ . ��/ á ! á

¿ ãEä £ Ó ) · ð ñ Ó�ó&î Ö&Ü ·
[1]. � � p

´ µNâ
��ã�n �

M
ä8¿

1-Ê
Ë À�ßÂà�á�â Ë Ì�É�ãõäÂ­'=
�) ·
.
Ò ¿ Ó Ü

1-Ê Ë Ô q r « ¬ ­ Ô §J¨ ­ Ð 3 ·è ¿&¿ ¼ ¿G.
/ ���8Ô �
6 ­,Ã Ä8Ö�	 ü , 1-Ê�Ë ¿ î
(D1(p||p0)

¿m�
� î
)
Ô ��6 ­EÔ1Ã�h��
O ) ·

.
�
tÖ

p
´Âµ

M
äM¿

−1-Ê�Ë (D−1(p||p0)
¿
��� î

)
Ô

2



ß�à�� α-@,I��&f�� [ R(�,�,  *,Z Y��,@,2� � ­ A 3Âü .�/ ���ÂÔJ���ÂÖ�	&·�À'q�r�«�¬8­�Ô��ÕÂÖ�	&·ÂÓ_ºÂ° ��� á���� � À�	�·
. 3�ì p

¿
−1-Ê

Ë ¿ }�~ £ . ��/ á ! áõÔ p
¿ }�~ £ . ��/ á ! áÂÓ

��8�) ·
[1].

4. α- WYX5Z�[�\�^Y`5a ð����]�]������
, ������� (6) �����m��� p �m �¡�¢���£�¤¦¥§�¨5© �7��ª3� ©¬«�­ ��®7¯�° M ±@� α′-²7³ , ´@µ ,

arg min
p0∈M

Dα′ (p||p0) (8)

�
¶�· «¦¸J¹�º �
» « . ¼�½�¾�¿��
À�Á��JÂ�ÃJ��Ä ¸ .

p ∈ S Å�Æ � ,

p( Ç ; È ) = e−ψ( É )ρ( Ç ; È ), (9)

ρ( Ç ; È ) = Ê 1 +
1 − α

2
θµFµ( Ç ) Ë 2

1−α

, (10)

Å�ÌÎÍ�ÏÎÐ�Ñ¦�m���Î��Ò¦Ó ¸ . Ì�Ô , ���m��� p Õ
Ö«�¸  �¡�¢�×�Ø�Ù�Ú�Û�Ú
ηi = ÜÞÝ p( Ç )Fi( Ç ), (i = 0, 1, . . . ,m) (11)

�
¢���ß�à�á�Ì . Ô�á , â�Õ Tsallis ã�£¦�
ä�å�Õ
æ¦ç�
q- 3¡3¢ , 〈〈Fi〉〉q ≡ è x

Fi(

Ý
)pq(

Ý
)è x

pq(

Ý
)

¥céBÃhá3Ìcêë �mÀ�ì¦�mí¦Õ�î�Ì � p � pq(

Ý
)è x

pq(

Ý
)
Å�ïÎð
ñ¦Ómò¦óô Ì�õ ö 1 ÷ . ø¦Ó�ó�Ç = {x1, x2, . . . , xN} ��ù%ò¦úmò�%û�ü xi ¥ k ýÎ�%þ�ÿ����6�6Å ¸ ê ë ,  �¡#¢�×6ØÙ#Ú�Û#Ú ηi �%¢¦�%ß¦à ¸ �#Õ���� © £�¤��¦�	��
6Õ

O(kN ) Å © ç � N ����
(Õ��@ç ��� ü��6Õ��6Ó ¸ .

xi ¥�����¢¦�¦Å ¸ ê ë Õ��ÎÌ ������� ����¯Î��Ä ¸ .����� N ¥��¦ð#Ì�ê ë �m �¡#¢�×ÎØ�Ù#Ú�Û�Ú#���� £�¤����!
�Õ��#"%$ Å ©�¸ .�%� ô Í © ¼�½�&Î��'�( «¦¸ �¦Õ (10) � p0 ∈ M�3¶Y· «_¸ �]Å3�5Ò_Ó ¸ . �Y�3� M ⊂ S )�Î�� ¦¡Î¢Î× ØÎÙ¦ÚÎÛ6Ú η0µ ≡ * Ý p0( Ç )Fµ( Ç ),
µ = 0, 1, . . . ,M(> m), �h¢�� § ¨ Õ%£3¤(�3ð ¸ ��¦Å�+�¿ «Î¸ . ,ÎÕ�-�Ó�ó , p0 Õ��¦Ì � �
 �¡�¢�×�ØÙ�Ú�Û�Ú�¥ §�¨ Õ�£�¤Î��ð ¸ ô ÍmÕ , Í�Ô�. ­ ��®�¯° M �%/10�� , ù��
Õ p �
²�³ «¦¸ ��Å
�
Ò�Ó ¸ .� �

, � �h��243#� � p Å p0 ��5(� α′- 6�7�8(Ú9 :
1;=< α′->@?BADCFEHGDIKJKLNMKOFP , α′ = α QSRFTNU Dα′ (p||p0)QDVFWKXFYFZF[NGSCF\F]NPKM . q-̂F_F`BADaKbFcBGDdFeNfDgKRFT , hji

Dα′ k pq(x)l
x

pq(x)
||p0 m A=VFW@XFLBMSRFTBGKU α′ = 1 − 1−α

q
O=n@oO=Z@[BGDI@JKY@]BPKM .

p#qsrut �
À�Á�� ô ÍJÕ%v�w ¸ .

Dα′ (p||p0) =
4

1 − α′2

x
1 − Ü Ý p

1−α′

2 p
1+α′

2
0 y .

(12)���P� (12) � Gα′ ≡ − 4
1−α′2 log * Ý ρ 1−α′

2 p
1+α′

2
0 �z Ì � v�ð
ñ¦Ó ¸ Å ,

Dα′ (p||p0) =
4

1 − α′2

x
1 − e

− 1−α′

2 { ψ+ 1+α′

2
G

α′ | y
(13)Å ©c¸ . �c�J�J¿!}YÆJá Gα′ (p||p0) � , Rényi � G- 67�8ÎÚ p#q�r�t [9] Å ¿#ü�~ , ¿�ü��¦����Ì ����� �Ä ¸ . �
��Å�ð (13) �s�

arg min
p0∈M

Dα′ (p||p0) = arg min
p0∈M

Gα′(p||p0) (14)

Å ©�¸ �#Å�¥	��� ¸ . (14)
ô Ã Gα′(p||p0) �������«Î¸ ��Å%� p � M ±Î� α′-²�³ Å�Æ � � p0 ¥	���ò ¸ .� �	2�3#�#� p � S �������%� ô Í ©m­ ��®#¯�°Õ�²�³ «¦¸ ��Õ��¦Ì � , ��������â¦Õ M Å�Æ � e- ��%�!� ©
­ ��®�¯�°��u/s�¦��Å
Õ «�¸ . Æ
á�¥�ç � ,

p0( Ç ; � ) = exp(hiFi( Ç ) − ψ0( � )), (15)��ÄÎÃ , ψ0( � ) = log * Ý exp(hiFi( Ç )) Å «Î¸ . �%�Å
ð (13) � Gα′ � ,

Gα′ = −
4

1 − α′2
Ê −1 + α′

2
ψ0( � ) (16)

+ψ0(
1 + α′

2
� ) + log〈ρ

1−α′

2 〉(α
′) Ë ,

� ô Í
Õ%v�ð�� « ��ÅJ¥���ð ¸ . á#��Æ ,

〈·〉(α
′) ≡

* Ý · p 1+α′

2
0 ( Ç ; � )* Ý p 1+α′

2
0 ( Ç ; � ) (17)

= ÜÞÝ · p0( Ç ; 1 + α′

2
� ),

��Ä ¸ . �s
 Õ!�������¦ü α′ Õ�� Ì � Gα′ �!���� « ¸ α′-²6³ �#Ò Ó ¸ �(Å ¥6�(ð ¸ ¥ , âBÕ
α′ = α Å%/�0s��ê ë � Gα′ �����1� ¥ §¦¨ Õ��� ��ð ¸ .

©%�¦© ���
�Jê ë , (16) �%� 3 ��Õ�î�Ì � ,

〈ρ
1−α

2 〉(α) = 1 + 1−α
2
θµ〈Fµ〉

(α) Å © Ã , {Fµ( Ç )} ��#  Ñ#��� ��¡ ¥�� � � © Ì#�s�
��Ä ¸ .
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Fig. 1 Errors of the expectation parameters derived

from (a) the minimization of the α-divergence

and (b) the naive mean-field approximation to

the Callen identity.

ø�Ó�ó1�%Ü#Ý#Þ%ß�à�Ú��%�#��¢¦�%á#â «�¸#ã ßsäsåæ#ç Å�Æ �%è#é ì�Á º � z Ì
ò¦ó , p0 �
×�Ø�Ù�Ú�Û�Ú�#�%ê�ë#ì#í�� ,

∆hi = −δ
dGα
dhi

(18)

=
2δ

1 − α

x
−η0i+η0

(α)
i + g0

(α)
iµ

∂ log ρ
1−α

2 ( î (α)
0 )

∂η0
(α)
µ

y ,
Å ©�¸ . á#��Æ ,

η0
(α)
µ ≡ 〈Fµ〉

(α), (19)

g0
(α)
iµ ≡

2

1 + α

∂η0
(α)
µ

∂hi
, (20)Å ¿!}YÆJá . δ � è!ï �3�J×@Ø�Ù7Ú�Û�Ú��7Ä ¸ . ���J�

p0(∈ M) ÕmÖ «¦¸ +�¿ ô Ã η0(α)
µ = η0

(α)
µ ( � ) � §�¨Õ
ß�Ô ¸ �s� , �#¥%ð�Ós��ò�ò@ó η0

(α)
µ , g

(α)
iµ ¥�£�¤��ð , (18) ÕJæ�ç � � �uê#ë�Æ �%ñ .���Å�� Dα(p||p0)�%�#��'@¥
ß�Ô ¸ .

4. 1 2 ò1ó#ô%õ#ö�÷%ø#ù#ú�¦����� (18) � ï z ø Å�Æ � N ý � 2 ¢sû�ü�ý� ©�¸�þ �5Ò Ó ¸ .
þ �ÿ��� � Ç = {xi =

±1|i = 1, 2, . . . , N} ��ä Æ , * Ý �¦ù�ò ��� � Ã� ¸ � � 2N ý�� � Õÿ� Ì � ��� Å « ¸ . Ô6á
Fij = xixj , Fi = xi, F0 = 1 Å «]¸ Å , (10) Õ@îÌ � ,

θµFµ( Ç ) = θ0 + θixi + θijxixj , (21)Å ©7¸ . ���3� � , min
Ý
	

1 + 1−α
2
θµFµ( Ç ) � = c(> 0)

Å ©�¸ ô Í θ0 �
¿@à ¸ � ��Å «�¸ .Ô7á p0 ∈ M Å�Æ �
� û�ü�Õu�@Ì ��� ü��!'���� ©����ª��
Ò�Ó ¸ . ´�µ ,

p0( Ç ) =
N�
i=1

p0i(xi) (22)

��Ä ¸ . Ì�Ô � xi � � Ã�� ¸ ���¦� ±1 � 2 ¢6�#Ä¸ ��� (22) �m���Î�	��
��¦�
� Í � © . � ü#Ñ��#��
�@�
ä�����ð � ,

p0( Ç ) = exp(hixi − ψ0( � )) (23)Å ©�¸ . ����� (18) Õ��
� p, p0 ����� «�¸ Å ,

∆hi =
2δ

1 − α

�
−η0i + η0

(α)
i (24)

+g0
(α)
ii

1−α
2

(θi + θijη0
(α)
j )

1 + 1−α
2

(θ0 + θiη0
(α)
i + θijη0

(α)
i η0

(α)
j )
y ,

η0
(α)
i = tanh � 1 + α

2
hi � , (25)

g0
(α)
ii = 1 − (η0

(α)
i )2, (26)Å�ß¦ÔÎÃ , (24) ���� �£�¤ÎÕ ô ç � ß6à�á�Ì î 0 ¥����ò ¸ . Ô�á (24) Õ�î�Ì �"!$# &Î��%$& ∆hi = 0 ��
� α → 1 �%��'�� , ( . é�� ò�á
)17�Ú�* �!¡ ê�¶·��
�� �£�¤¦�
í�¥�+-, � ò ¸ ..

1 Õ N ¥ � � .�î@� �4 £3¤(¥/��� © ê ë Õî�Ì � (24) ����� ��òÎá
¶�·�¢ î 0 Å�î ��0$1 Æ
á .2$3 Õ (10) � α �m¢�� , 4 3 Õ | 5 − 5 0|
| 5 | ��Å
ç�á . ������76�ß ç Å�Æ � L1 6�ß ç � z Ì�á . ���m��8$9¸ ×�Ø�Ù�Ú�Û�Ú�:�; Å�Æ � , {θij} Å {θi} ��ù�ò�ú
ò

θij ∼ N (0, 1) Å θi ∼ N (0, 10) �"<�ì����ÎÕmæ�ç �=$> �"? á . á��ÎÆ c = 0.1 Å «¦¸ . Ô�á ,
�
α ��¢@ Å%Õ 100 ý(�BA r
C ß(� ��¡ ¢ ÅEDGFGH�~(�%» Æá . ���J� , î 0 �
I� �¢@� [−0.05, 0.05] �u��¯�J�ü]ÅÆ
á . (a) Õ
» « ��� (24) � ã ßsäså æ#ç Õ ô ¸�K�L��Ä ¸ . á��¦Æ ,

�
α Õ"M Æ è�ï ���m×�Ø�Ù�Ú�Û�Ú��

δ = {1, 2, 3, 4, 5} Å û�� �
? , ù%òÎú%ò 30 N��
�7 £�¤Î� � Ì , ù#�¦Í%µ�� è7O �ÎÕ è�� (16) � α- 6�78@Ú p q4rut �J¢5�u� � �cçhá K�L �QP z ÆJá . (b) �
Tsallis ã�£¦Õ�R$S�Æ�á
ê ë � Callen � � í���)s7�Ú* �!¡ ê�¶�· [18] Æ
á � ��� ,

ηi ≈
p(xi = 1, î \i) − p(xi = −1, î \i)
p(xi = 1, î \i) + p(xi = −1, î \i) , (27)
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α-U�V�W$XZY�[�\Z]�^�_�`�acbed�U�f

��ðÎÓ��tò ¸ �� £�¤(� 150 N
g Ãih Æhá
j(��'(�Ä ¸ . ���%� , î \i = {η1, . . . , ηi−1, ηi+1, . . . , ηN} �Ä ¸ . k ¹#º Å � Õ���N3�
�G £3¤(Õ���� ©Bl 5(�
O(N2) Ånm � � ð ¸ . á��6Æ α → 1 ����'(Õ î�w¸ k ã ß ä å æÿç �c¿�o4'�� , ) 73Ú�* �4¡ ê3¶3·�3ùcòBÅ � ���5Ä�Ã , k ¹3º � ~�� á4â º Õ ô ¸ ~�Gp�� Ä ¸ õ ö 2 ÷ . q#Ø�r#Õ%» « ô Í%Õ a ≈ 1 �#�
k¹ º Õ ô ¸BKGL Õ/s�� © ~��Bt(à��Pò © Ì . �Gu(�
α <= 0.2, 1.8 <= α <= 2.5 Õ�î�Ì � � , (24) � ã ß�ä�åæ#ç Õ ô ¸�v ~@¥ (27) Õ ô ¸�v ~ ô Ã � , wxN
8�9@áA r"C ß�5¦��D7F$H�~���À�) , � � . © ç � Ì ¸ ��Å¥�y-p � ò ¸ . wxNJâ�Õ , M Å�Æ � e- � �u�#� © ®�¯°���ÅJç � Ì ¸ á�à , α = −1 Õ�î�Ì � (24) ��¿�o#'��z#�¦Õ
¿�Ô�Ã , ù��
��� îÎÅ�î 0 �
{$��Õ%��| «¦¸ .�¦ÔÎÃZwxN�� ô Í�Õ , α- 6#7�8¦Ú p�qsr�t � è ���¦� �¡�¢�×@Ø�Ù�Ú�Û�Ú��
¶�·�¢��
ß¦à ¸x} ��� � ç�á
êë

,
ô ÌJ¶�·@�u� � ò ¸ á�à��
~���%�&@� |α+ 1| ¥Q~�#� � ÌJê ë ��Å -�Ó ¸ . á#�@Æ α- 6�7u8�Ú p!q1r%t

Dα � � ÅmÕ��7�¦¥�¿�}¦��ð ¸ ��� |α| < 1 ��ê ë �p���Ä¦Ã [19], ù�ò�À$��Õ
Ö Æ � � , p Ô�á�� p0 ¥��� © ���@Õ�����ç�S ��ò����%8 t�� � © . ©�¸ ��Å
¥é���ò � Ì ¸ [20].

5. α- �����������������������
4. �@� α- 617!8�Ú p#q�r!t � è �s�]Õ�� . �s¡ê5¶3·YÕ!��Ì �/��� Æ7á5¥ , α- 647 8YÚ p�qsr t �

Tsallis ã5£YÕ5î4w ¸ û5� º Å �
� .PÖ� _Æ � Ì ¸ .

Plastino �%Õ ô ¸ ��
�� Bogolyubov �B¡ � í [14]� D3−2q(p||p0) >= 0 �
%7&ÎÕ"M7¢ Æ � Ì ¸ ÅB'$£6�ð ¸ . �5���5� Tsallis ã5£YÕ�R-S_Æ7á�ê ë � Bo-

golyubov �Q¡ � í]Å α- 6 7 85Ú p	q4r t Å¬�¬Ö�  , Ôá α- 6 7u8@Ú p qÿrut ¥ ��¤ ��Ä ¸ ÅJÌ@Í¥%�&1�1�¥+�
ò ¸ û�� º Õ%��Ì ��¦�§ «�¸ .À#ìÎ�#� Tsallis ã�£6�
¨7©6�mÒ6Ó ¸ �#� p � (4)� ô Í�ÕJä � ò � Ì ¸ Å «@¸ . ���@Å
ð (13) � ,

ψ = −
1 + α

2
Gα −

2

1 − α
log Ê 1 −

1 − α2

4
Dα Ë ,

(28)� ô Í�Õ�v�ð
ñ¦Ó ¸ ��Å�¥���ð ¸ . Ô�á Dα(p||p0) ��$¤ � ô ÃH���Î��2#3���� p ∈ S, p0 ∈ S Õ"M Æ (5)� F �9 :
2;=< (24) Q«ª�¬jA 0 O«­Fgjf«®°¯i±³²i´iµ·¶�¸BA«¹»ºNM�¼ OFU=]P M=Y , ¼KQ RKT α > 1 Q¾½À¿K]�U°±Á²n´ZµÂ¶e¸KYÀÃÀÄEÅ¾Æ@g@R@T@YÀÇÈÂÉÀÊ°Ë ]EÌKM .

F Í −
1

β
logq e

− 1+α
2
Gα(p||p0), (α Î −1) (29)

�"¡ � í6��Ï « . ´6µ , p Õ
M «Î¸ ��Ü�Ý�Þ�ß à�Ú F�	�GÐ £ ¤ «6¸ �3Åh¥�"�$ © ê ë Õ , M(⊂ S) Õ	�Ì �
min
p0∈M

Gα(p||p0) (30)��¢¦�mßÎà ¸ �#Å�� , (29)
ô Ã α �m¢¦Õ"¢ÒÑ � F �)�Ó ( Ô�á��
Á$Ó ) ��m � «�¸ ��Å
¥���ð ¸ .

(29) Õ�î Ì � α ��/�ÔBuÎÕ �����G�Î¥ Ä(Ã , âÎÕ
α = 3− 2q Å�ÆJáJê ë Õ����!
!� � ò@á Bogolyubov¡ � í [14] ¥$ÕÖ� � ò ¸ . ´ µ p = e−βHq e−ψ0 ,

p0 = e−βH0
q e−ψ0 ÅPäBÆcá]Å « òYó , �4��� H,H0Õ%�@Ì �

F Í F0

H
+ � 1 −

1

H
� 1

(1 − q)β
, (q Í 2) (31)

�$¡ � í ¥�× Ã�Ø�� . á�� Æ%)Îí Õ�îÎÌ � H ≡* Ý p0

�
1−(1−q)βH0
1−(1−q)βH Ù , F0 = − 1

β
logq e

ψ0 �7Ä ¸ . æ#ç�
(29) � (31) �h×(Ø Ù#Ú Û#Ú α Õ ô ç � RGS Æmá� �#�ÎÅ�Ò�Ó ¸ ��Åm¥���ð ¸ . ù¦Æ � 4. ��¯ , p �m×Ø�Ù�Ú�Û#Ú q Õ
¢ÚÑ � α �%¢Î�6ÍmÔ .z¿Îà ¸ ��Åm�

Gα(p||p0) �
¢¦� §�¨ Õ�m � «�¸ ��Å
¥���ð ¸ .Ô7á , F �¬¢�� H � H0 ��Ôu�]ÃJ��Û�Ü�Ý�Þ «@¸ �Å�Õ ô ç ��� m � «Î¸ ��Åm¥���ð ¸ . �m�¦Å�ð q > 0Õ%�@Ì � ,

F <= F0 + Ü Ý pq0(H−H0), (32)

¥�×]ÃßØ#� [15].

5. 1 à$á�â�ã�äxå
æ$çxè�éý÷�ê�ës÷�ì�í�h�¬�7�3�P� ô Í ©¬¹cº ¥îs z �hÄ ¸ øYÅcÆ � , F ��� �£�¤Î¥��$� © 8��7ï�Ü#ü���� ©�¸�þ �
Ò¦Ó ¸ . Ôá������%� , N = 1 Å «�¸ . ����Å
ð p = e−βHq e−ψ,

H( Ç ) =
x2

1

2m
+
mω2x2

2

2
(33)�¦Ä ¸ . Ì�Ô x1, x2 �Îù�ò�ú�ò (−∞,∞) �����¢B� � ¸ ����� ��� �5£(¤B�G����ð 5B���GñY�

1
2π òßóôó p( Ý )>0

dx1dx2 Õhï(ð%ñ6Ó �tò ¸ . õc� C Ø rö ¿�üÎ� 2π ��÷¦ç�á � ����Ä ¸ . (2 − q)β > 0 �mêë
F �%�# �Õ
£�¤@��ð �

Fexact = −
1

β
logq

1

(2 − q)β õ ω (34)

Å ©c¸ . ��u M Å�Æ � β0 �J×@Ø�Ù�Ú�Û7Ú@Å�ÆJá 1 ø
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Ò�Ó , ù�� ù �

p0( Ç ; β0) = e−β0H(

Ý
)−ψ0 (35)� ô Í�Õ�v . . �m�¦Åmð 4. Å���¯¦�"ú�Ü�� G2q−1 �¢�� §�¨ Õ
ß�à ¸ ��Å
¥���ð � ,

1

1 − q û −qψ0 + ψ
(q)
0 + log

x
1 +

(1 − q)β

q

∂ψ
(q)
0

∂β0
y�ü ,

(36)Å ©�¸ . ���
� ,

ψ
(q)
0 ≡ log

1

2π õ�ýeý p( Ý )>0

dx1dx2 e
−qβ0H (37)

= þÿ � log 1
qβ0 ò ω , (1 − q)β < 0

log 1
qβ0 ò ω � 1 − e

− q
1−q

β0
β
� , (1 − q)β > 0

� Ä ¸ . Ì#Ô β > 0, 1 < q < 2 �%ê ë �hÒ(Ó ¸ Å ,

(29), (30) �Jû�� º Õ ô ç � F �u)�Ó@��ß@à ¸ ��ÅJ¥�#ð � , G2q−1(p||p0) � β0 = 2−q
q
β �6Å%ð è � Å ©¸ ��Å�¥u�s� ¸ . æ@ç � F � ,

F < −

(r1β ò ω)q

r2β ò ω − 1

β(1 − q)
(38)

ÅZm � ��ð ¸ . á��ÎÆ r1 = (2 − q)/q, r2 = (2 − q)2��Ä ¸ ..
2 � � 2Ò3 � T = 1/kβ Å Æ � , p0 =

e−βH0
q e−ψ0 , H0 =

x2
1

2m
+ V0(x2) Å Æhá%ê ë Õ (32)��û�� º ����ß¦à�á F �%)$Ó õ ö 3 ÷ Å (34) � FexactÅ
�u~ : ∆F1(�   ), Å (38) Õ ô ¸ F Å Fexact Å
�~ : ∆F2(�   ), �B0G1 Æ%á . á��6Æ m = ω = k =

2π õ = 1 Å�Æ
á .

6. � � �� §�� �#� (6) � α �#�#ªÎÕ
M Æ α- 6�7�86Ú p�qr�t � è ��� ÅhÌ6Í	�4&����t #¡ ¢ ×(Ø Ù#Ú Û Ú �¶�· ã ßsä�å æ�ç ��¿�í#� Æ
á . ü�¢�£�¤�Å���071�Õô ç � ��

� z ��¥�� ­ �
��Õ ô ¸ ��Õ
0�9 � ~��#�� Ìmê ë ,
�#¹�º Õ ô ¸ ¶�·6¥ , α �"0�1����6Ì":�;� , ��
�� z ����ù�� ��¡ ¢¦�mï¦ð
ñÎÓ ¸ ÅmÌ¦ÍH�������)�7�Ú�* �#¡ ê�¶�·@Õ�0�9 � (�Ì K�L �%ð¦Ó ¸ �ÅJ¥ 2�t@�7ð�á . p �J²�³ «@¸ ����ª M Å�Æ � w�N��9 :

3;=< V0(x2) O�Å�� |x2| <= L/2 ]NU V0 = 0, |x2| > L/2 ]BU
V0 = ∞ ODg	�������NQ����	��� �«²NA¾¹�ºNfDR@T . (32) !°¬BQ�"FWX$#&% L = 4

3−q { 3
mω2β

| 1
2 YKd&'FM [15].

0 2 4 6 8 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0 2 4 6 8 10
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

PSfrag replacements

q = 1.2 q = 1.4

q = 1.6 q = 1.8

∆
F

∆
F

∆
F

∆
F

TT

TT

²
2 Tsallis »&(&)�*,+ -,.H¶H»KÚHÛ�»@Û�/10&2

Fig. 2 The two errors of the Tsallis free energy:

∆F1(solid line) and ∆F2(broken line) vs the

temperature.� û�üÎÕ��¦Ì�3 � ü���'$�$� © , ��
�� z � © Ì
���ª¦�¦Å�ç�á�¥ , 4�5¦�76¦ç�á78�9;: z Ì�3m¶�· «¦¸;<Å7=�¶�·�>@?;:�);A��zò ¸ �$���;B�Ä ¸ . Ô�á , α- 67%8�Ú p#qsr�t
C Tsallis D � 
 º ã�E
�
F [13] G
ùD�û
8�H;I��7J7K�LNMO3 �QP K
RNS7:,6
T;B , α- U
VWYX
Z
[Y\7] DO^�_�`YJOa P 3ObYc7d;eOf
8�H;JYgOhi
Tsallis j;DQk7l�m�n7oQp X D7q@r;s�t�u7v�r;w7xy
z eY{
GO|7}
~Y�
��eY{�GOwO��MOt .��� MOtO���Y�O���
�
���
�YuO���YJ7�Y�OjY�O����7�
�
�Q�Y��d;e;{
G,|O����d i P e . �����;J
���e7�
����H;w� ��Qg�¡7I7���;�,¢;J,£�¤¥M,tO¦�§ , ��
�¨J
�
�
e7�
�Y|¨©O�Oª��
«
¬Y���
e�c
wO­
®Ye¨{G7u7¯�°;�²±�³Q���@e . s�t7����´µ��u p ¶ p0 �7·� ” ¸�¹ ” |7� P ¦
§YJ α-º�»;w −1-º�»Y�O�
��¶�Mi ¤ P t
| , {O� α-º�»Y|7¼
½
¾
¿¨JOÀ;JOÁ
Â�M i Pe
��cY¶ P ¡�{
¶OuOÃ�Ä
Å POÆ ³Y�
��e .Ç�È �
���YwOÉ¨Ê
e
J��
tYSÌË�ÍYÎ7Ï
Ð
ÑYwOÒ PtÓvÕÔÕÖÕ×ÕØ , ÙÕÚÜÛÕÝÕØ , ÞÕßÕàÕáÕØâJÜãÕäÕåæMÓsÜç .è é

[1] S. Amari, S. Ikeda, and H. Shimokawa, “Information

geometry of α-projection in mean field approxima-

tion,” in Advanced Mean Field Methods, eds. M. Op-

per and D. Saad, pp.241-257, The MIT Press, Cam-

bridge, MA, 2001.

[2] M. Opper and O. Winther, “From naive mean field

theory to the TAP equation,” in Advanced Mean

Field Methods, eds. M. Opper and D. Saad, pp.7-20,

The MIT Press, Cambridge, MA, 2001.

[3] M. Opper and O. Winther, “Gaussian processes for

6



ê7ë7ì
α-í7î7ï�ð�ñ7ò
ó�ô7õ7ö7÷7ø;ù ú7í7û
classification: Mean field algorithms,” Neural Com-

putation, vol.12, no.11, pp.2655-2684, 2000.

[4] Y. Kabashima and D. Saad , “Belief propagation vs.

TAP for decoding corrupted messages,” Europhysics

Letters, vol.44, no.5, pp.668-674, 1998.

[5] T. Tanaka, “Information geometry of mean-field ap-

proximation,” Neural Computation, vol.12, no.8,

pp.1951-1968, 2000.

[6] C. Beck, “Dynamical foundations of nonextensive

statistical mechanics,” Physical Review Letters,

vol.87, 180601, 2001.

[7] C. Bhattacharyya and S.S. Keerthi, “Information ge-

ometry and Plefka’s mean-field theory,” J. Phys. A,

vol.33 no.7, pp.1307-1312, 2000.

[8] S. Amari and H. Nagaoka, Methods of Information

Geometry, AMS & Oxford University Press, 2000.

[9] C. Arndt, Information Measures, Springer-Verlag,

Berlin, 2001.

[10] C. Tsallis, “Possible generalization of Boltzmann-

Gibbs statistics,” Journal of Statistical Physics,

vol.52, issue 1-2, pp.479-487, 1988.

[11] C. Tsallis, A. Rapisarda, V. Latora, and F. Bal-

dovin, “Nonextensivity: from low-dimensional maps

to Hamiltonian systems,” [cond-mat/0209168], 2002.

[12] V. Latora, A. Rapisarda, and C. Tsallis, “Non-

Gaussian equilibrium in a long-range Hamiltonian

system,” Physical Review E, vol.64, 056134, 2001.

[13] S. Abe and Y. Okamoto, eds., Nonextensive Statisti-

cal Mechanics and Its Application, Springer-Verlag,

Berlin, 2001.

[14] A. Plastno and C. Tsallis, “Variational method in

generalized statistical mechanics,” J. Phys. A, vol.26,

no.18, pp.L893-L896, 1993.

[15] E.K. Lenzi, L.C. Malacarne, and R.S. Mendes, “Per-

turbation and variational methods in nonextensive

Tsallis statistics,” Physical Review Letters, vol.80,

issue 2, pp.218-221, 1998.

[16] E.K. Lenzi, R.S. Mendes, L.R. da Silva, and L.C.

Malacarne, “Remarks on (1 − q) expansion and fac-

torization approximation in the Tsallis nonextensive

statistical mechanics,” Physics Letters A, vol.289, is-

sue 1-2, pp.44-50, 2001.
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